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Lemmes de multiplicite´s et constante de Seshadri
Michael Nakamaye∗et Nicolas Ratazzi †
Re´sume´ : On de´montre dans cet article un raffinement des lemmes de multiplcite´s de Philippon,
essentiellement dans le cas particulier ou` l’on de´rive dans toutes les directions. L’ame´lioration est
rendue possible grace a` un point de vue plus ge´ome´trique et notamment par l’apparition nouvelle
dans ce contexte de la notion de constante de Seshadri.
Abstract : We establish an improvement of Philippon’s zero estimates primarily in the multipli-
city setting. The improvement is made possible by a more geometric approach and in particular
the use of Seshadri constants.
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1 Introduction
1.1 Introduction
On prouve dans cet article deux re´sultats concernant les lemmes de multiplicite´s. Avant d’aborder
les e´nonce´s proprement dit rappelons rapidement ce qu’est un lemme de multiplicite´s et dans quel
contexte on rencontre ce type d’e´nonce´ : il s’agit de fournir des conditions suffisantes pour qu’une
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section d’un fibre´ en droites L sur une compactification e´quivariante lisseX d’un groupe alge´brique
commutatif G ne puisse pas s’annuler sur un sous-sche´ma fini Σ donne´ sans eˆtre identiquement
nulle. Ce type d’information qui se traduit ge´ne´ralement par la pre´sence d’un sous-groupe obstruc-
teur dont on majore le degre´ ge´ome´trique est d’usage particulie`rement important en transcendance
et en ge´ome´trie diophantienne et intervient e´galement en ge´ome´trie alge´brique complexe dans un
contexte plus ge´ne´ral : partant d’une varie´te´ alge´brique complexe projective et lisse X , munie d’un
fibre´ en droites ample L sur X , et Σ ⊂ X un sous–ensemble fini, un lemme de multiplicite´s pour
les donne´es X,L,Σ consiste a` majorer la multiplicite´ maximale que peut avoir une section non
triviale s ∈ H0(X,L) le long de Σ. Ce proble`me est aussi difficile qu’important, meˆme dans le
cadre le plus simple. Par exemple, si X = P2, L = OP2(d), et Σ est un ensemble de m points
ge´ne´raux avec m ≥ 10, on tombe sur la conjecture de Nagata.
Deux aspects nous semblent importants dans un lemme de multiplicite´s : le premier est d’obtenir
une bonne condition nume´rique concernant le degre´ du groupe ou de la varie´te´ obstructrice, le
second est aussi de mieux comprendre ge´ome´triquement d’ou` provient l’obstruction. De ce point de
vue il nous semble inte´ressant de pouvoir identifier en terme ge´ome´trique les varie´te´s obstructrices.
Dans cet article, nous nous inte´ressons aux lemmes de multiplicite´s dans le cadre ou` ils apparaissent
en transcendance. Dans ce contexte, le re´sultat le plus important est duˆ a` Philippon [6] (cf.
e´galement [5] pour une preuve plus ge´ome´trique, base´e en partie sur celle de Philippon mais
permettant e´galement d’obtenir un re´sultat plus pre´cis au niveau des constantes intervenant dans
la majoration du degre´ du sous-groupe obstructeur). En utilisant des outils de´veloppe´s en ge´ome´trie
alge´brique complexe nous donnons un raffinement, dans le cas particulier ou` l’on de´rive dans toutes
les directions, des lemmes de ze´ros de Philippon [6]. Par ailleurs, dans le cas de dimension 2 nous
obtenons e´galement un re´sulat plus pre´cis dans le cas ou` l’on de´rive le long d’une droite (cf. le
the´ore`me 11 paragraphe 7). Enfin utilisant une preuve plus ge´ome´trique et notamment en utilisant
la notion de constante de Seshadri nous donnons une information ge´ome´trique sur les sous-groupes
obstructeurs, les reliant a` la notion de sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri. En dimension deux
le re´sultat est particulie`rement frappant : (sous certaines conditions de taille sur l’ensemble de
points Σ conside´re´ fourni dans les donne´es) les sous-groupes obstructeurs sont pre´cise´ment les
varie´te´s exceptionnelle de Seshadri.
Soient G/C un groupe alge´brique commutatif de dimension d ≥ 1, X une compactification de Serre
de G (cf. [8]) (une telle compactification est notamment e´quivariante et lisse). Si U est une sous-
varie´te´ de G nous noterons U son adhe´rence de Zariski dans X . Soient L un fibre´ en droites ample
sur X et Γ un sous-ensemble fini de G(C) contenant 0 et engendrant un groupe (ne´cessairement
de type fini) ΓZ. On pose pour tout entier S ≥ 1
Γ(0) = Γ et Γ(S) =
{
S∑
i=1
xi / ∀i ∈ {1, . . . , S}, xi ∈ Γ
}
.
Par ailleurs, e´tant donne´ un sous-espace vectoriel non nul E de l’espace tangent a` l’origine T0(G)
et e´tant donne´ un sous-groupe alge´brique H de G, nous noterons
cH(E) := codim(E ∩ T0(H),E) et α(S,E,L) =
(
degLX
|Γ(S)|
) 1
dim E
.
Dans le cas ou` l’espace vectoriel conside´re´ E est l’espace tangent T0(G) entier, nous noterons
simplement α(S,L) plutoˆt que α(S,E,L). Notons que si D ≥ 1 est un entier, on a α(S,E,L⊗D) =
D
dim X
dimE α(S,E,L).
Nous pouvons maintenant e´noncer le lemme de ze´ros de Philippon (dans la version pre´cise´e de
Nakamaye) :
The´ore`me1 Soient S, a1, . . . , ad−1 des entiers strictement positifs ordonne´s de fac¸on de´croissante
et T un entier strictement positif. Soient D ≥ 1 un entier, E un sous-espace vectoriel de l’espace
1Notons que l’e´nonce´ classique de Philippon tel qu’on le trouve dans son article [6] peut a priori sembler
le´ge´rement moins ge´ne´ral puisqu’il suppose S = a1 = ... = ad−1. En fait il est imme´diat de voir que l’e´nonce´
ci-dessus se de´duit de celui obtenu avec S = a1 = ... = ad−1.
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tangent a` l’origine T0(G) et σ une section non nulle de H
0(X,L⊗D) s’annulant sur l’ensemble
Γ(S + a1 + · · · + ad−1) le long de E a` un ordre au moins dT + 1. Alors il existe un sous-groupe
alge´brique H, diffe´rent de G, tel que
max{1, T }cH(E)Card (Γ(ad−1) +H/H) degL(H) ≤ DdimX−dimH degL(X).
Le sous-groupe H est appele´ sous-groupe obstructeur.
Remarque 1. Dans la pratique en transcendance, le fibre´ en droites ample L est simplement la
donne´e d’un plongement de la varie´te´ X dans un espace projectif. C’est une donne´e du proble`me.
Dans une preuve de transcendance on construit une section de “degre´ D” relativement a` L (au-
trement dit un e´le´ment de H0(X,L⊗D)) nulle a` un grand ordre T sur un certain ensemble Σ et
un lemme de multiplicite´s consiste essentiellement a` obtenir une majoration non triviale de T en
fonction de D.
Dans la suite nous ferons l’hypothe`se restrictive suivante qui justifie dans le titre le choix du terme
lemme de multiplicite´s plutoˆt que lemme de ze´ros :
Hypothe`se : T ≥ 1.
Sous cette hypothe`se, la conclusion du the´ore`me pre´ce´dent peut eˆtre reformule´e sous forme d’une
dichotomie :
1. Si T ≤ α(S,E,L⊗D) alors le groupe trivial {0} est obstructeur :
T c{0}(E)|Γ(S)| ≤ DdimX degL(X).
2. Sinon, il existe un sous-groupe alge´brique H , diffe´rent de G, tel que
T cH(E)Card (Γ(ad−1) +H/H) degL(H) ≤ DdimX−dimH degL(X).
Notons que dans cette seconde partie de l’alternative rien ne dit que le groupe H ne peut pas eˆtre
le groupe trivial. Une des choses que nous faisons e´galement dans cette article est de montrer que
sous certaines conditions, on peut assurer que H est non trivial.
Cette formulation a` l’avantage de bien indiquer que dans tous les lemmes de multiplicite´s (T ≥ 1),
on peut en fait supposer que
T > α(S,E,L⊗D),
ce que l’on fera de´sormais ; l’autre cas e´tant en fait trivial (rappelons que la philosophie des lemmes
de multiplicite´s est la suivante : partant d’une section qui s’annule a` un grand ordre en un certain
nombre de points suffisamment bien re´partis, on montre que l’ordre ne peut en fait pas eˆtre trop
grand. Si l’on part d’un ordre d’annulation T ≥ 1 qui est de´ja petit, il n’y a, du point de vue des
lemmes de multiplicite´s, rien de plus a` dire).
L’objectif de cet article est de donner des informations supple´mentaires sur le sous-groupe obs-
tructeur dans le cas particulier ou` l’on fixe l’espace des de´rivations a` l’espace tangent T0(G) tout
entier, plutoˆt qu’a` un sous-espace vectoriel quelconque de celui-ci. Dans ce cas nous montrons que
l’on peut le´ge`rement affaiblir l’hypothe`se sur l’ordre d’annulation de la section σ conside´re´e tout
en obtenant une information plus pre´cise sur le groupe obstructeur. Par ailleurs, dans le cas ou`
le groupe ΓZ engendre´ par Γ n’est pas un groupe de torsion, on donne une condition nume´rique
sur les parame`tres ai assurant que le groupe obstructeur H est diffe´rent du groupe trivial re´duit a`
l’e´le´ment neutre. En particularisant la situation en dimension 2 nous montrons qu’une condition
nume´rique plus faible est suffisante dans ce cas. Enfin, toujours dans le cas particulier de la di-
mension 2, nous expliquons au paragraphe 7 (the´ore`me 11) comment faire e´galement fonctionner
notre approche dans le cas d’un espace de de´rivations de dimension 1 (inclus dans l’espace tangent
de dimension 2).
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1.2 E´nonce´ des re´sultats
De´finition 1. Soient X/C une varie´te´ alge´brique, irre´ductible et projective, et L un fibre´ en
droites ample sur X . Pour tout ensemble fini Γ ⊂ X , la constante de Seshadri ε(Γ,L) est de´finie
par
ε(Γ,L) = inf
C⊂X, C∩Γ6=∅
L · C∑
x∈ΓmultxC
,
ou` C de´crit les courbes irre´ductibles de X contenant au moins un point de Γ.
On note que ε(Γ,L⊗D) = Dε(Γ,L). Par ailleurs rappelons (cf. par exemple [4] p. 271 Proposition
5.1.9) que pour toute sous-varie´te´ irre´ductible V de X , de dimension non nulle et contenant au
moins un point de Γ, on a
ε(Γ,L) ≤
( LdimV · V∑
x∈ΓmultxV
) 1
dim V
. (1)
Notamment en appliquant ceci avec V = X on obtient :
ε(Γ,L) ≤
(
degLX∑
x∈ΓmultxX
) 1
dimX
.
Il n’est pas du tout clair a priori qu’il existe une varie´te´ telle que l’ine´galite´ dans (1) soit en fait
une e´galite´. Ne´anmoins le the´ore`me de Campana-Peternell [2] sur le crite`re de Nakai pour les R-
diviseurs implique qu’il existe toujours une varie´te´ V re´alisant l’e´galite´ (cf. [4] p. 271 Proposition
5.1.9). Nous renvoyons au livre [4] pour des faits ge´ne´raux sur la constante de Seshadri. Ce que
nous appelons dans cet article constante de Seshadri, est e´galement appele´ multiple point Seshadri
constant dans la litte´rature cf. par exemple Bauer [1].
De´finition 2. Une varie´te´ V re´alisant l’e´galite´ dans (1) est appele´e varie´te´ exceptionnelle de
Seshadri de L relativement a` Γ.
Remarque 2. Notons que si V est une varie´te´ exceptionnelle de Seshadri pour L, alors, par
homoge´ne´ite´ de ε, c’est e´galement une varie´te´ exceptionnelle de Seshadri pour L⊗D.
Notations : e´tant donne´e une sous-varie´te´ V de X , nous noterons
Stab(V ) = {x ∈ G / x+ V = V }
le stabilisateur de V . C’est un sous-groupe alge´brique de G de composante neutre (i.e. la compo-
sante connexe contenant l’identite´) Stab(V )0. Enfin, e´tant donne´e une sous-varie´te´ U de G nous
noterons U son adhe´rence de Zariski dans la compactification X .
Par ailleurs nous noterons u la solution re´elle strictement comprise entre 0 et 1 de l’e´quation
xd−1(1 + x) = 1 avec d = dimX .
Rappelons nos notations : G/C est un groupe alge´brique commutatif de dimension d ≥ 1, X une
compactification de Serre de G et Γ un sous-ensemble fini de G(C) contenant 0 et engendrant un
groupe ΓZ.
The´ore`me 1 Soient T et D deux entiers strictements positifs, L un fibre´ en droites ample, S =
a0, a1, . . . , ad−1 des entiers strictement positifs ordonne´s de fac¸on de´croissante et V une varie´te´
exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S). On suppose que T > α(S,L⊗D). Soit alors
σ une section non nulle de H0(X,L⊗D) s’annulant sur l’ensemble Γ(S + a1 + · · · + acodimV ) le
long de T0(G) a` un ordre supe´rieur ou e´gal a` (u+ codimV )T .
1. Il existe une varie´te´ W de dimension comprise entre dimV et dimX − 1 contenant un
translate´ de V par un point de Γ(a1+ · · ·+acodimV−1) telle qu’en posant H = Stab(W ∩G)0
on a
T codimHCard (Γ(acodimV ) +H/H) degL(H) ≤ (degL(X))DcodimH .
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2. Si on suppose de plus que ΓZ n’est pas de torsion, alors en choisissant
∀i ∈ {1, . . . , codimV }, |Γ(ai)| > |ΓZ,tors|(degLX)|Γ(S)|
codimV
d ,
on a de plus : le sous-groupe strict H obtenu au point 1. est non nul.
Ce the´ore`me 1 appelle un certain nombre de commentaires et remarques :
1. Pour le point 1. du the´ore`me, plus le nombre
sup{dimV / V varie´te´ exceptionnelle de L relativement a` Γ(S)}
est grand et meilleur est le re´sultat .
2. Au vu de la preuve (cf. le lemme 6), on peut en fait remplacer u par une constante un peu
meilleure : l’unique solution dans ]0, 1[ de l’e´quation xd−1(x + codimV ) = 1 ou` V est la
varie´te´ exceptionnelle de Seshadri intervenant dans l’e´nonce´ du the´ore`me.
3. Dans le point 2. du the´ore`me il est important de noter que dans les hypothe`ses faites sur les
nombres ai, on ne fait intervenir que le degre´ de X relativement a` L et non pas relativement
a` L⊗D : le choix des ai ne de´pend pas de D.
Les apports de cet e´nonce´ nous semblent eˆtre les suivants :
1. Si l’on se restreint au cas des surfaces, il permet de montrer que toute courbe exceptionnelle
de Seshadri donne directement naissance, par passage au stabilisateur, a` un sous-groupe
obstructeur ; et est elle meˆme un sous-groupe obstructeur si les hypothe`ses du point 2. sont
satisfaites. En dimension quelconque, la varie´te´ que l’on construit naturellement, avant de
passer au stabilisateur pour obtenir un groupe obstructeur, contient un translate´ de varie´te´
exceptionnelle de Seshadri.
2. On demande une condition d’annulation plus faible que le classique dT +1 : notre condition
d’annulation est au pire de la forme (d−1+u)T avec 0 < u < 1. Ceci est duˆ a` l’introduction
de la notion de constante et de varie´te´ de Seshadri et e´videmment n’est rendu possible que
par l’hypothe`se faite sur l’espace des de´rivations : eˆtre tout l’espace tangent T0(G).
3. Dans le cas ou` l’on part d’un ensemble engendrant un groupe non de torsion, on prouve
une version plus forte des lemmes de multiplicite´s en partant d’une section nulle sur un
ensemble plus petit que Γ(dS), avec un ordre moins grand que classiquement, et en assurant
ne´anmoins l’existence d’un sous-groupe obstructeur strict non nul dans ce cas.
4. Si Γ n’est pas contenu dans Gtors, il suffit pour obtenir les ine´galite´s dans le point 2. du
The´ore`me 1 de choisir les ai tel que
|Γ(ai)| = o(S).
Autrement dit, au lieu de supposer que σ s’annule sur Γ(dS), il suffit dans ce cas de ne
supposer l’annulation que sur Γ(S + o(S)). En fonction de S, ceci est le meilleur re´sultat
possible.
5. La raison profonde pour laquelle le The´ore`me 1 ne se ge´ne´ralise pas bien au cas d’un sous-
espace quelconque E ⊂ T0(G), est que la notion d’ordre d’annulation le long de E s’adapte
mal a` une interpre´tation ge´ome´trique. Autrement dit, alors que la constante de Seshadri
ǫ(x,L) est une fonction homoge`ne de L, l’analogue qui mesure la positivite´ de L le long de
E ne l’est plus.
Ceci e´tant dit, il convient de tempe´rer notre re´sultat : il est en ge´ne´ral tre`s difficile de calcu-
ler la constante de Seshadri et a` plus forte raison de donner des informations sur les varie´te´s
exceptionnelles de Seshadri (dont on sait tout de meˆme qu’elles sont au moins de dimension 1).
Dans le cas des surfaces nous pouvons, pour le point 2. du the´ore`me 1 pre´ce´dent, le´ge`rement
affaiblir les hypothe`ses :
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The´ore`me 2 On suppose que dimX = 2 et que ΓZ n’est pas de torsion. Soient D ≥ 1 un entier,
et S, a deux entiers strictement positifs tels que |Γ(S)| ≥ |Γ(a)| ≥ |ΓZ,tors| · |Γ(S)| 12 . Soient
T > α(S,L⊗D) un entier et σ ∈ H0(X,L⊗D) une section non nulle s’annulant a` un ordre au
moins 12
(
1 +
√
5
)
T sur Γ(S+a). Toute sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri de L relativement
a` Γ(S) est l’adhe´rence d’un translate´ de sous-groupe alge´brique de dimension 1. De plus, si E ⊂ X
est l’une de ces courbes, alors σ s’annule le long de Γ(a) + E a` un ordre au moins T et l’on a
T · Card(Γ(a) + E/E) degL(E) ≤ D degL(X).
Remarque 3. Ce dernier re´sultat n’est pas une conse´quence du the´ore`me 1 pre´ce´dent dans le cas
des surfaces car l’hypothe`se faite sur la taille de Γ(a) est plus faible que celle du the´ore`me 1 : elle
ne fait pas intervenir le degre´ degL(X). La raison profonde sous-jacente est qu’en dimension 2 la
varie´te´ obstructrice est ne´cessairement une hypersurface.
Remarque 4. On explique au paragraphe 7 (cf. notamment le the´ore`me 11) comment traiter en
dimension 2 le cas d’un sous-espace E de dimension 1.
Nous commenc¸ons par rappeler la notion de de´rivation de sections que nous utiliserons, qui est
une notion de de´rivation locale. Nous donnons ensuite la preuve du premier the´ore`me en insistant
particulie`rement sur la proposition 5 qui est le point cle´ re´ellement nouveau. Nous re´utilisons
ensuite cette proposition dans la preuve du second the´ore`me.
Remerciements C’est un plaisir pour les deux auteurs de remercier les universite´ de Paris VII
et de Paris-Sud Orsay qui ont cordialement rec¸u le premier auteur pendant deux mois, nous
permettant ainsi d’accomplir ce travail ensemble.
2 Les de´rivations et le the´ore`me de Be´zout
Nous utiliserons dans la suite une notion de de´rivation locale. C’est cette notion que l’on trouve
par exemple introduite dans [7] qui est utilise´e dans l’article [5] et qui permet de gagner au niveau
des constantes intervenant dans l’ine´galite´ de majoration du degre´ du groupe obstructeur H . Nous
e´nonc¸ons ensuite le the´ore`me de Be´zout que nous utiliserons dans la preuve du the´ore`me 1.
2.1 De´rivations
Soient X une varie´te´ alge´brique munie d’un fibre´ en droites L, σ une section non nulle de H0(X,L)
et D un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre 1 sur X , i.e. tel que
∀f, g ∈ OX , D(fg) = D(f)g + fD(g).
La de´rive´e D(σ) de σ selon D n’est pas toujours une section bien de´finie de H0(X,L). Par contre,
pour toute sous-varie´te´ Y contenue dans le lieu des ze´ros Z(σ) de σ, il est possible de de´finir D(σ)
comme un e´le´ment de H0(Y,L|Y ). Conside´rons pour cela une trivialisation {Ui}i∈I de L, avec des
fonctions de transitions ϕij sur Ui ∩Uj , telle que la section σ est donne´e sur Ui par des fonctions
re´gulie`res fi. On a donc
∀i, j ∈ I, fj = ϕijfi.
En composant par D on en de´duit que sur Ui ∩ Uj on a
∀i, j ∈ I, D(fj) = D(ϕij)fi + ϕijD(fi).
On voit ainsi que la condition de recollement n’est pas force´ment assure´e globalement. Par contre
pour toute sous-varie´te´ Y ⊂ Z(σ), on obtient bien D(fj)|Y = ϕijD(fi)|Y et ceci nous indique par
recollement que l’on a une section bien de´finie D(σ) ∈ H0(Y,L|Y ).
Ceci permet par ite´ration de de´finir une section D(σ) pour tout ope´rateur diffe´rentielD. La section
ainsi construite est bien de´finie sur toute sous-varie´te´ V de X telle que D1(σ)|V ≡ 0 pour tout
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ope´rateur D1 ≪ D avec des notations e´videntes (on prend une base de l’espace des ope´rateurs et
on dit que D1 ≪ D si les seuls e´le´ments de la base apparaissant dans D1 apparaissent aussi dans
D et si l’ordre auquel ils apparaissent dans D1 est infe´rieur ou e´gal a` celui auquel ils apparaissent
dans D et strictement infe´rieur pour au moins l’un d’entre eux).
2.2 The´ore`me de Be´zout
Nous rappelons ici le the´ore`me de Be´zout que nous utiliserons, dans une version que l’on trouve
dans Fulton [3] corollaire du paragraphe 12.4.8. Soient D1, . . . , Dd des diviseurs effectifs sur une
varie´te´ V de dimension d. Si x est un point isole´ de l’intersection de D1, . . . , Dd sur V , alors on
note
i(x,D1 · . . . ·Dd;V )
la multiplicite´ d’intersection de x, i.e. le coefficient de [x] dans la classe D1 · . . . ·Dd · V .
Proposition 3 Soient D1, . . . , Dd des diviseurs effectifs sur une varie´te´ alge´brique V de dimen-
sion d. Si x est un point isole´ de l’intersection de D1, . . . , Dd sur V , alors
multx(V )
d∏
k=1
multx(Dk) ≤ i(x,D1 · . . . ·Dd;V ).
3 Preuve du point 1. du the´ore`me 1
L’essentiel de l’argument est base´ sur la me´thode maintenant classique de Philippon [6] avec
cependant un ingre´dient nouveau qui est l’introduction de la notion de constante de Seshadri.
Le point ve´ritablement nouveau e´tant contenu dans la proposition 5. Sche´matiquement la preuve
est la suivante : on fixe une varie´te´ exceptionnelle de Seshadri V de dimension dimV ≥ 1 et
de codimension cd(V ). En posant V = Vcd(V ) et en utilisant que 0 ∈ Γ, on construit une suite
emboite´e de sous-ensembles alge´briques de X ,
Vcd(V ) ⊂ VcdV−1 ⊂ . . . ⊂ V0 = Z(σ) ( X
telle que chaque inclusion est avec multiplicite´ T et telle que
∀k ∈ {0, . . . , cd(V )− 1} Γ(acd(V )−k) + Vk+1 ⊂ Vk
avec la` encore des inclusions avec multiplicite´ T . Par le principe des tiroirs et en oubliant les
multiplicite´s, on en de´duit que au moins deux des Vi sont de meˆme dimension, i.e. il existe
cd(V )−1 ≥ k ≥ 0 tel que dimVk+1 = dimVk. On note i le plus petit entier ve´rifiant ceci. Le reste de
la preuve est ensuite exactement calque´ sur la me´thode de Philippon, revisite´e par Nakamaye : on
note Wi une composante irre´ductible de Vi+1 de dimension maximale. C’est aussi une composante
irre´ductible isole´e de Vi et mieux, Γ(acd(V )−i) +Wi est une somme de composantes irre´ductibles
isole´es de Vi. Utilisant que l’inclusion est avec multiplicite´ T on construit, en coupant par des
diviseurs nume´riquement e´quivalents a` L⊗D un cycle dont le support contient Γ(acd(V )−i) +Wi
avec multiplicite´ T . Le the´ore`me de Be´zout nous donne alors l’ine´galite´
T codimWi degL⊗D
(
Γ(acd(V )−i) +Wi
) ≤ degL⊗D X.
Il ne reste plus ensuite qu’a` obtenir le groupe obstructeur. Pour cela on conside`re le stabilisateur de
Wi : c’est une composante isole´e de translate´s de Vi avec multiplicite´ T , donc la meˆme application
du the´ore`me de Be´zout permet de conclure. Le point nouveau ici est que l’on est assure´ dans le
de´but de la preuve de de´marrer la filtration avec un ensemble Vcd(V ) de dimension dimV , alors que
dans les preuves classiques la seule information connue e´tait que l’ensemble VdimX est non-vide.
C’est cette nouveaute´ qui permet de gagner sur les hypothe`ses concernant l’ordre d’annulation de
la section conside´re´e σ. Le reste de l’argument est inchange´ par rapport aux preuves de Philippon
et Nakamaye.
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Lemme 4 Soient X/C une varie´te´ alge´brique projective munie d’un fibre´ en droites ample L et
Γ un ensemble fini de points de X. L’ine´galite´
ε(Γ,L) ≤
( Ld · V∑
x∈ΓmultxV
) 1
d
est valable pour toute sous-varie´te´ V de pure dimension d ≥ 1 de X, irre´ductible ou non.
De´monstration : On sait de´ja` que le re´sultat est vrai si V est irre´ductible. On en de´duit imme´dia-
tement le cas ge´ne´ral en utilisant l’ine´galite´
inf
{
a
c
,
b
d
}
≤ a+ b
c+ d
valable pour tout entier non nul a, b, c, d. 
Soient D,T, S, a1, · · · , acd(V ) des entiers strictement positifs, L un fibre´ en droites ample, V
une varie´te´ exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et σ une section non nulle de
H0(X,L⊗D). On pose
V0 = Z(σ), Vcd(V ) = V, Γcd(V ) = Γ
(
a1 + · · ·+ acd(V )
)
et pour tout entier k tel que cd(V )− 1 ≥ k ≥ 1, on pose
Γk = Γ
(
acd(V )+1−k + · · ·+ acd(V )
)
et Vk = {x ∈ X / multx+Γkσ ≥ kT + 1} .
Proposition 5 On suppose que la section σ s’annule sur Γ(S) + Γcd(V ) a` un ordre au moins
(cd(V ) + u)T ou` u ∈]0, 1[ est un re´el tel qu’on a l’ine´galite´ uT > ε(Γ(S),L⊗D). Dans ce cas on a
Γ(a1) + V ⊂ Vcd(V )−1.
De plus il s’agit d’une inclusion avec multiplicite´ au moins T , i.e.,
Γ(a1) + V ⊂
⋂
Dop. diff.
d’ordre au plus T
{
x ∈ X / multx+Γcd(V )−1D(σ) ≥ (cd(V )− 1)T + 1
}
.
De´monstration : Soit s ∈ H0(X,L⊗D) une section nulle a` un ordre au moins uT sur Γ(S)+Γcd(V ).
Pour tout point g ∈ Γcd(V ), la section s est nulle a` un ordre au moins uT sur Γ(S) + g, donc la
section t∗g(s) ∈ H0(X, t∗gL⊗D) est nulle a` un ordre au moins uT sur Γ(S). Supposons par l’absurde
que cette dernie`re section n’est pas identiquement nulle sur la varie´te´ exceptionnelle V .
Conside´rons tout d’abord le cas plus simple ou` dim V = 1. Dans ce cas il suffit simplement
d’appliquer le the´ore`me de Be´zout a` l’intersection Z(t∗g(s)) ∩ V pour aboutir a` l’ine´galite´
D degL(V ) = degL⊗D (V ) ≥ Z
(
t∗g(s)
) ∩ V (2)
≥
∑
x∈Γ(S)
uTmultx(V ) = uT
degL(V )
ε(Γ(S),L) . (3)
En simplifiant on obtient donc
uT ≤ Dε(Γ(S),L) = ε (Γ(S),L⊗D) . (4)
Ceci contredit l’hypothe`se faite sur u et assure donc que la section s est nulle sur g + V et donc
sur Γcd(V ) + V .
Dans le cas ge´ne´ral d’une varie´te´ V de dimension dim V ≥ 2 on veut aboutir a` la meˆme ine´galite´
pour conclure de la meˆme fac¸on. Malheureusement dans ce cas, une simple application du the´ore`me
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de Be´zout ne suffit plus et les choses se compliquent un peu. Pre´cise´ment nous allons utiliser une
seconde de´finition de la constante de Seshadri (voir par exemple [Laz] Definition 5.1.1), e´quivalente
a` celle que nous avons donne´e : soit π : X˜ → X l’e´clatement de X le long de Γ(S), de diviseur
exceptionnel E. La constante de Seshadri de L relativement a` Γ(S) est donne´e par la formule
ε(Γ(S),L) = sup {λ ∈ R / π∗L− λE nef } .
Fait : pour tout re´el 0 < α < ε(Γ(S),L) le fibre´ π∗(L)(−αE) est ample.
Notons d’abord que ε(Γ(S),L) > 0. En effet si N > 0 est un entier tel que L⊗N est tre`s ample
alors ε(x,L⊗N ) ≥ 1 pour tout x ∈ X et par conse´quent π∗L⊗N − εE est ample, donc nef, pour
tout 0 < ε < 1|Γ(S)| ≤ 1.
Soit maintenant 0 < α < ε(Γ(S),L). Par de´finition de la constante de Seshadri ε(Γ(S),L) de L
relativement a` Γ(S), le fibre´ π∗L− αE est nef. Supposons par l’absurde qu’il n’est pas ample. Le
the´ore`me de Campana-Peternell [2] sur le crite`re de Nakai pour les R-diviseurs nous assure dans
ce cas qu’il existe une sous-varie´te´ Y de X de dimension dim Y ≥ 1 telle que
degπ∗(L)(−αE)(Y˜ ) = 0,
ou` Y˜ de´signe la transforme´e stricte de Y dans l’e´clatement X˜ . Puisque
degπ∗(L)(−αE)(Y˜ ) = degL(Y )−
∑
x∈Γ(S)
αdim(Y )multx(Y )
on en de´duit que si λ est un re´el ve´rifiant α < λ < ε(Γ(S),L), alors le fibre´ π∗(L)(−λE) n’est pas
nef. Ceci contredit la de´finition de la constante de Seshadri ε(Γ(S),L) et prouve donc le fait.
Supposons maintenant que α < ε(Γ(S),L) est un rationnel strictement positif. On sait par le
fait pre´ce´dent que le fibre´ π∗(L)(−αE) est ample. Soient alors N > 0 un entier (de´pendant de
α) tel que le fibre´ π∗L⊗N − NαE est tre`s ample et E1, . . . , Edim(V )−1 des diviseurs ge´ne´raux
du syste`me line´aire |π∗L⊗N −NαE|. Ces diviseurs e´tant ge´ne´raux ils sont lisses et s’intersectent
proprement. Par ailleurs le fibre´ π∗L⊗N−NαE e´tant tre`s ample et les diviseurs E1, . . . , Edim(V )−1
e´tant ge´ne´raux, on a : pour toute composante irre´ductible W ⊂ π−1(Z(t∗g(s))) ∩ V˜ l’intersection
E1 ∩ . . . ∩Edim(V )−1 ∩W
est propre. En particulier, l’intersection
π(E1) ∩ . . . ∩ π(Edim(V )−1) ∩ Z(t∗g(s)) ∩ V
est propre. En posant Di =
π(Ei)
N
pour tout entier i compris entre 1 et dimV − 1 on a par
construction
∀x ∈ Γ(S), multx(Di) ≥ α
et de plus l’intersection
D1 ∩ . . . ∩Ddim(V )−1 ∩ Z(t∗g(s)) ∩ V
est propre.
En utilisant la proposition 3 (the´ore`me de Be´zout) dans la varie´te´ V et le fait que t∗g(L⊗D) est
nume´riquement e´quivalent au fibre´ en droites L⊗D on obtient, en faisant tendre α vers ε(Γ(S),L),∑
x∈Γ(S)
(Dε(Γ(S),L))dim(V )−1multx(V )uT ≤ degL⊗D (V ).
De ceci on de´duit l’ine´galite´
uTε(Γ(S),L)dim(V )−1 ≤ degL(V )∑
x∈Γ(S)multx(V )
D. (5)
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La varie´te´ V e´tant une sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S), nous
avons
ε(Γ(S),L) =
(
degL(V )∑
x∈Γ(S)multx(V )
) 1
dim(V )
. (6)
En combinant les deux formules (5) et (6) pre´ce´dentes on conclut comme lorsque V e´tait suppose´e
de dimension 1 que
uT ≤ ε(Γ(S),L)D = ε (Γ(S),L⊗D) .
Ceci contredit l’hypothe`se de la proposition et prouve donc par l’absurde que t∗g(s)|V = 0. On en
de´duit que la section s est nulle sur g + V et donc que s est nulle sur Γcd(V ) + V .
Conside´rons maintenant la section σ ∈ H0(X,L⊗D) nulle sur Γ(S) + Γcd(V ) a` un ordre au moins
(cd(V ) + u)T . Ce qui pre´ce`de permet “presque” de de´duire que la section D(σ) est nulle sur
Γcd(V )+V pour tout ope´rateur diffe´rentiel D d’ordre infe´rieur a` cd(V )T . Autrement dit, au vu de
la de´finition de l’ensemble Vcd(V )−1 on a “presque” l’inclusion voulue avec multiplicite´ au moins T .
Il reste a` expliquer le “presque” : e´tant donne´e une section s ∈ H0(X,L⊗D) nulle sur Γ(S)+Γcd(V )
a` un ordre au moins (cd(V )+u)T , le raisonnement du paragraphe pre´ce´dent applique´ a` s permet de
conclure que Γcd(V ) + V ⊂ Z(s). Donnons nous maintenant une sous-varie´te´ (non-ne´cessairement
irre´ductible) Y de X contenant Γ(S) + Γcd(V ) et Γcd(V ) + V , et contenue dans Z(s) (on peut par
exemple prendre Y = Z(s) muni de sa structure de sche´ma re´duit). La varie´te´ Y a e´te´ choisie telle
que pour tout ope´rateur diffe´rentiel D d’ordre 1, D(s) est une section bien de´finie de H0(Y,L⊗D|Y ).
On peut donc ite´rer le raisonnement de la fac¸on suivante : on re´applique l’argument du paragraphe
pre´ce´dent avec la section s = D(σ). Notons que cette fois, la section est de´finie sur Y et non plus
sur X . De meˆme la section t∗g(s) est de´finie sur Yg := t−g(Y ) et le lieu des ze´ros Z(t
∗
g(s)) doit
eˆtre vu comme e´tant le lieu des ze´ros dans Yg ⊂ X . Ceci e´tant, la varie´te´ Yg contenant V , le
raisonnement reste inchange´. On en de´duit que D(σ) est nulle sur Γcd(V ) + V et en appliquant ce
proce´de´ jusqu‘a` l’ordre cd(V )T on en de´duit le re´sultat voulu. 
Le lemme suivant donne une valeur de u pour laquelle on peut appliquer la proposition 5 pre´ce´den-
te.
Lemme 6 Soient S et T deux entiers strictement positifs, L un fibre´ en droites ample, V une
varie´te´ exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et u la solution re´elle strictement
comprise entre 0 et 1 de l’e´quation xdimX−1(x + codimV ) = 1. On suppose de plus que T >
α
(
S,L⊗D) et qu’il existe une section non nulle σ de H0(X,L⊗D) s’annulant a` un ordre au moins
(codimV + u)T sur Γ(S). Sous ces hypothe`ses on a
uT > ε
(
Γ(S),L⊗D) .
De´monstration : On note d = dimX . C’est un simple calcul. On a par de´finition de α(S, ·) :
α
(
S,L⊗D)d = Ddα (S,L)d = DddegL(X)|Γ(S)| = Dd−1L
d−1 · Z(σ)
|Γ(S)| .
On en de´duit
ε
(
Γ(S),L⊗D) ≤ ( Ld−1 · Z(σ)|Γ(S)|(codimV + u)T
) 1
d−1
D par le lemme 4
< α
(
S,L⊗D)( 1
u+ codimV
) 1
d−1
car T > α
(
S,L⊗D)
< Tu.

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Lemme 7 Avec les notations qui pre´ce`dent on a la suite d’inclusions
∀k ∈ {0, . . . , cd(V )− 1} Γ(acd(V )−k) + Vk+1 ⊂ Vk
et chacune des inclusions avec multiplicite´ au moins T . De plus le dernier ensemble de la tour
d’inclusions (l’ensemble V0) est strictement inclus dans X.
De´monstration : Le fait que le dernier ensemble de la suite d’inclusions soit strictement contenu
dans X re´sulte de ce que la section σ n’est pas la section nulle. Pour les inclusions correspondant a`
0 ≤ k ≤ cd(V )− 2, l’affirmation re´sulte simplement de la de´finition des ensembles Vk. Enfin pour
k = cd(V )− 1 il s’agit pre´cise´ment de la proposition 5 pre´ce´dente. 
En oubliant les multiplicite´s on voit que l’on a construit, comme annonce´ une tour d’ensembles
emboite´s, de dimensions comprises entre dimV et dimX−1. De plus cette tour contient exactement
codimV ensembles. Par le principe des tiroirs au moins une des inclusions de la tour correspond
a` une e´galite´ de dimension. Notons r le plus petit entier ve´rifiant dim Vr = dimVr+1. Le reste
de la preuve est ensuite exactement calque´ sur la me´thode de Philippon, revisite´e par Nakamaye,
et n’apporte rien de nouveau. Nous en donnons une preuve rapide, base´e sur [5], au paragraphe
suivant.
4 Fin de la preuve du point 1. du the´ore`me 1
Notons Wr une composante irre´ductible de Vr+1 de dimension maximale. C’est aussi une com-
posante irre´ductible isole´e de Vr et mieux, Γ(acd(V )−r) + Wr est une somme de composantes
irre´ductibles isole´es de Vr . En utilisant que l’inclusion est avec multiplicite´ T nous allons rappeler
comment dans cette situation, on construit en suivant la preuve classique des lemmes de ze´ros,
en coupant par des diviseurs nume´riquement e´quivalents a` L⊗D un cycle CcodimWr dont le sup-
port contient Γ(acd(V )−r) +Wr avec multiplicite´ T . Le the´ore`me de Be´zout nous donnera alors
l’ine´galite´ attendue
T codimWr degL⊗D
(
Γ(acd(V )−r) +Wr
) ≤ degL⊗D X.
Soit C1 = Z(σ). Si r = 0 alors toute composante irre´ductible de Γ(acd(V )−r) + Wr est une
composante irre´ductible de C1 avec multiplicite´ T et il n’y a rien a` faire. On suppose maintenant
que r ≥ 1 et on e´crit
C1 = C
′
1 +
k∑
i=1
aiZi,
ou` les Zi sont les composantes irre´ductibles de C1 d’intersection non vide avec G et ou` C
′
1 est de
support dans le diviseur a` l’infini X\G.
Soit Zi une composante irre´ductible de C1 telle que Zi ∩G est non-vide.
Lemme 8 Il existe xi ∈ Γr et un ope´rateur diffe´rentiel Di d’ordre au plus rT tel que la section
t∗xi(Di(σ)) ∈ H0(Zi, t∗xi(L)) est bien de´finie et non nulle sur Zi.
De´monstration : Il s’agit du lemme 6 de [5]. 
Le cas des composantes irre´ductibles Z de C1 contenues dans le diviseur a` l’infini X\G (i.e. le cas
des composantes irre´ductibles de C′1) est un peu plus de´licat. Le fibre´ L e´tant ample, il existe un
entier m > 0 tel que L⊗mD est tre`s ample. Ainsi la classe c1(mDL) ∩ Z est repre´sente´e par un
cycle effectif EZ et on a
c1(L⊗D) ∩ Z = 1
m
EZ .
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On note C′2 le cycle Q-effectif ainsi obtenu :
C′2 =
1
m
∑
Z∩G=∅
EZ .
Nous pouvons maintenant de´finir un cycle C2 de codimension 2 : pour chacune des composantes
Zi d’intersection non vide avec G, le lemme 8 pre´ce´dent nous fournit un point xi ∈ Γr et un
ope´rateur Di d’ordre au plus rT . On pose
C2 = C
′
2 +
k∑
i=1
aiZ
(
t∗xi(Di(σ))|Zi
)
.
Lemme 9 On a C2 ≡ c1(L)2.
De´monstration : C’est le lemme 7 de [5]. 
Repartant de C2 en lieu et place de C1, nous pouvons ite´rer ce proce´de´ jusqu’a` atteindre un cycle
Ct de codimension t = codimWr avec
Ct ≡ c1(L)t.
Par construction, toute composante irre´ductible de dimension maximale de Vr est une composante
irre´ductible de Ct avec multiplicite´ T . Ceci est donc en particulier vrai pour les composantes de
Γ(acd(V )−r) +Wr et le the´ore`me de Be´zout nous donne
T codimWr degL(Γ(acd(V )−r) +Wr) ≤ degL(X)DcodimW . (7)
L’ine´galite´ attendue dans la conclusion du point 1. du the´ore`me est donc obtenue, mais avec
une varie´te´ Wr et non pas un sous-groupe obstructeur comme annonce´. Pour cela introduisons
H = Stab(Wr)
0 la composante connexe de l’identite´ du stabilisateur Stab(Wr ∩ G). Pour tout
x ∈ Γ(acd(V )−r), x + H est une composante irre´ductible de
⋂
y∈Wr∩G
t∗y(Vr). Ainsi en repartant
du cycle Ct et en continuant la meˆme proce´dure en intersectant cette fois par des diviseurs de la
forme t∗y(t
∗
x(D(σ))) (au lieu simplement comme pre´ce´demment des t
∗
x(D(σ))) avec y ∈ Wr ∩ G,
x ∈ Γr et D ope´rateur diffe´rentiel d’ordre au plus rT , on aboutit a` un cycle Ch de codimension
h = codimH contenant x + H avec multiplicite´ T pour tout x ∈ Γ(acd(V )−r). Le the´ore`me de
Be´zout donne :
T codimH degL(Γ(acd(V )−r) +H) ≤ degL(X)DcodimH . (8)
En remarquant que degL(Γ(ai) +H) = Card (Γ(ai) +H/H) degL(H) ceci conclut.
5 Preuve du point 2. du the´ore`me 1
Pour prouver ce re´sultat, il suffit de repartir de l’ine´galite´ (7) que l’on a obtenue au paragraphe
pre´ce´dent : il existe un entier r compris entre 0 et codimV − 1 et il existe une varie´te´ Wr de
dimension infe´rieure a` dimX − 1 − r contenant un translate´ de V par un point de Γ(a1 + · · · +
acd(V )−r−1) (quand r = cd(V ) cette notation repre´sente par convention l’ensemble {0}) telle que
T codimWr degL⊗D (Γ(acd(V )−r) +Wr) ≤ degL⊗D (X) = degL(X)DdimX , (9)
Supposons par l’absurde queH soit de dimension 0 autrement dit que Stab(Wr∩G) est uniquement
constitue´ de points de torsion. Notons b le nombre de composantes irre´ductibles de Γ(acd(V )−r) +
Wr. Une telle composante est de la forme x+Wr avec x ∈ Γ(acd(V )−r). Or
Stab(Wr) = {x ∈ G /x+Wr =Wr}
⊂ {x ∈ G /x+ (Wr ∩G) = (Wr ∩G)} = Stab(Wr ∩G).
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Ainsi, si x, y ∈ Γ(acd(V )−r), on constate que
x+Wr = y +Wr ⇒ x− y ∈ Stab(Wr ∩G) ∩
(
Γ(acd(V )−r)− Γ(acd(V )−r)
)
.
Or ce dernier ensemble est inclus dans ΓZ, tors. En particulier on a la majoration b ≥ |Γ(acd(V )−r)||ΓZ, tors| .
Revenant aux calculs de degre´s, ceci entraine
degL⊗D (Γ(acd(V )−r) +Wr) ≥ DdimWr
|Γ(acd(V )−r)|
|ΓZ, tors| degL(Wr) (10)
≥ DdimWr |Γ(acd(V )−r)||ΓZ, tors| . (11)
En mettant ensemble les deux ine´galite´s (9) et (11), et en utilisant l’ine´galite´ ve´rifie´e par de´finition
par T (i.e. T ≥ α(S,L⊗D)), on en de´duit que
∣∣Γ(acd(V )−r)∣∣ ≤ |ΓZ, tors| degL(X) dimWrdim X |Γ(S)| codimWrdimX
≤ |ΓZ, tors|(degL(X)) |Γ(S)|
codimV
dim X .
Le choix des ar permet de conclure par l’absurde.
6 Preuve du the´ore`me 2
Dans la suite nous noterons j = 12 (1 +
√
5) le nombre d’or et ≡ l’e´quivalence nume´rique.
De´monstration du the´ore`me 2 : Notons tout d’abord qu’il suffit de prouver le the´ore`me pour
D = 1. En effet si le re´sultat est acquis pour D = 1, alors en prenant D quelconque et en posant
M = L⊗D, le re´sultat applique´ a` M est exactement le re´sultat voulu (on utilise ici la remarque 2
et le fait que degL⊗D V = D
dimV degL V ). On suppose donc de´sormais que D = 1. Si C est une
varie´te´ exceptionnelle de Seshadri du fibre´ L relativement a` Γ(S) alors C est ne´cessairement de
dimension 1. En effet, sinon on aurait C = X et le lemme 4 pre´ce´dent nous donnerait les ine´galite´s
( L2
|Γ(S)|
) 1
2
= ε(Γ(S),L) ≤ L · Z(σ)∑
x∈Γ(S)multxZ(σ)
(12)
≤ L
2
|Γ(S)|jT car 0 ∈ Γ et Z(σ) ≡ L (13)
<
( L2
|Γ(S)|
) 1
2
par hypothe`se sur T > α(S,L) =
( L2
|Γ(S)|
) 1
2
. (14)
Ceci est impossible. Par ailleurs, l’ine´galite´ (13) nous indique que
ε(Γ(S),L) ≤ α(S,L)
2
jT
< j−1T.
Utilisant que jT = (1 + j−1)T , la proposition 5 applique´e avec u = j−1 prouve que la section σ
s’annule le long de x + C a` un ordre supe´rieur a` T pour tout x ∈ Γ(a) (notons que pour pouvoir
parler de x + C nous utilisons ici l’hypothe`se faite sur la compactification). On en de´duit que
L−T (Γ(a)+C) est un diviseur effectif et en intersectant avec L, ceci produit l’ine´galite´ annonce´e.
Il reste a` montrer que C est l’adhe´rence d’un translate´ de groupe alge´brique. Notons pour cela
que
Stab(C) = {x ∈ G / x+ C = C} ⊂ Stab(C ∩G) =
⋂
y∈C∩G
(y − (C ∩G)) .
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Ainsi, si le groupe Stab(C) est de dimension 1, il en est de meˆme du groupe Stab(C ∩ G). En
particulier C ∩ G est un translate´ d’un groupe alge´brique de dimension 1, dont l’adhe´rence est
C. On peut donc supposer maintenant que Stab(C) et meˆme Stab(C ∩ G) est de dimension 0,
autrement dit est uniquement constitue´ de points de torsion. On a pour tout entier k > 0 une
inclusion de H0(A, kT (Γ(a) + C)) dans H0(A, kL). On en de´duit
L2 ≥ T 2(Γ(a) + C)2 > α(S,L)2(Γ(a) + C)2. (15)
Notons b le nombre de composantes irre´ductibles de Γ(a)+C. Pour minorer b nous allons majorer
le nombre de xi, xj ∈ Γ(S) tels que
xi + C = xj + C.
Autrement dit, nous voulons majorer le nombre de y ∈ Γ(S)− Γ(S) ⊂ ΓZ tels que
y + C = C.
Le stabilisateur de C e´tant fini par hypothe`se, un tel y est ne´cessairement dans ΓZ, tors. On en
de´duit une minoration du nombre de composantes irre´ductibles :
b ≥ |Γ(a)||ΓZ, tors| . (16)
En injectant ceci dans l’ine´galite´ (15) et en appliquant l’hypothe`se sur a, on obtient
L2 > L2 C
2b2
|Γ(S)| > L
2C2. (17)
Il suffit de noter que C2 ≥ 1 pour conclure par l’absurde. En effet, Stab(C ∩G) est de dimension
0, donc C ∩G n’est pas un translate´ de groupe alge´brique et donc
C2 = (C − η1) ∩ (C − η2) ⊃ Stab(CG)
ou` η1 et η2 sont deux points ge´ne´raux de C ∩G.
7 Cas des de´rivations le long d’un sous-espace de dimension
1 dans une surface
On peut se demander ce qui se passe dans le the´ore`me 2 quand le sous-espace E ⊂ T0(G) est de
dimension 1. C’est l’objet du the´ore`me 11 ci-dessous.
Notons tout d’abord que la complexite´ apporte´e a` la preuve ne se trouve pas du cote´ des de´riva-
tions : si Dv est la de´rivation correspondant a` un vecteur 0 6= v ∈ E on a pour toute courbe
C,
C ⊂ Z(σ)⇒ multC(Dv(σ)) < multC(σ),
sauf si la courbe CG est un translate´ d’un sous groupe dont l’espace tangent a` l’origine est
pre´cise´ment E.
Le proble`me vient de ce que une fois que l’on conside`re la multiplicite´ le long d’un sous-espace
propre, la notion de sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri n’a plus de sens. En effet, pour de´finir
la constante de Seshadri on utilise le fait que l’on peut se donner une re´solution simultane´e de
tous les ide´aux de la forme mtx ou` t est un entier, x ∈ X , et mx ⊂ OX est l’ide´al maximal associe´
au point x. Cette re´solution permet de faire varier le diviseur exceptionnel d’une manie`re continue
et la de´finition de la constante de Seshadri exploite ce fait : en particulier, si π : X˜ → X est
l’e´clatement de X en x, de diviseur exceptionnel E, alors la constante de Seshadri d’un fibre´ en
droites ample L sur X peut eˆtre de´finie par
ε(x,L) = sup
α∈R
{π∗(L)(−αE) est nef}.
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Quand il s’agit de l’ordre d’annulation d’une section le long d’un sous-espace strict E, nous pouvons
tout de meˆme dire quelque chose : pour tout entier k, soit πk : Xk → X une re´solution lisse du
faisceau d’ide´aux
Ik =
⋂
x∈Γ(S)
Ix,k
ou` Ix,k est engendre´ par les fonctions re´gulie`res f , de´finies dans un voisinage de x, telles que
f s’annule le long de E a` un ordre au moins k. Autrement dit, on fait e´clater simultane´ment
chaque ide´al Ix,k et puis on prend une re´solution de cette varie´te´ : en particulier, l’application
πk : Xk → X est birationelle et un isomorphisme hors des points x ∈ Γ(S). On note Ek le diviseur
exceptionnel de πk : Xk → X .
De´finition 1. Nous pouvons de´finir un analogue de la constante de Seshadri par
εE(Γ(S),L) = sup
k∈N
{π∗k(L)(−Ek) est nef} .
On dira que εE(Γ(S),L) est la constante de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et E. Par ailleurs
on appelle sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri relativement a` Γ(S) et E toute varie´te´ V ⊂ X
telle que
(π∗(L)(−EεE(Γ(S),L)+1))dim(V ) · V˜ < 0
ou` V˜ est la transforme´e stricte de V dans Xk.
Remarque 5. Il s’agit bien d’un analogue et pas d’une ge´ne´ralisation : quand E = T0(G),
la constante εE(Γ(S),L) est toujours un entier tandis que ε(Γ(S),L) peut eˆtre rationnelle ou
meˆme a priori irrationnelle. Par contre on voit sur les de´finitions que l’on a toujours l’ine´galite´
εE(Γ(S),L) ≤ ε(Γ(S),L), avec e´galite´ si et seulement si ε(Γ(S),L) est un entier.
Remarque 6. Cette notion de constante de Seshadri relative a` E n’est pas, en ge´ne´ral, homoge`ne.
Autrement dit il n’est pas vrai en ge´ne´ral que
εE(Γ(S),L⊗n) = nεE(Γ(S),L).
Cette constante εE(Γ(S),L⊗n) peut grossir comme un polynoˆme en n.
Remarque 7. Il faut en ge´ne´ral remplacer L par L⊗d avec d≫ 0 pour que εE(Γ(S),L) soit non
nulle. Ce proble`me n’existe e´videmment pas avec la constante de Seshadri ε(Γ(S),L) qui peut eˆtre
petite et positive (alors que dans le cas de notre constante relative, une fois que εE(Γ(S),L) < 1
on a ne´cessairement εE(Γ(S),L) = 0).
Nous n’utiliserons pas les remarques pre´ce´dentes dans la suite.
Lemme 10 On a l’ine´galite´
εE(Γ(S),L) ≤ α(S,E,L).
De´monstration : Supposons le re´sultat faux et raisonnons par l’absurde. Dans ce cas il existe un
entier β > α(S,E,L) tel que le fibre´ π∗βL(−Eβ) soit nef. Par conse´quent on a
c1(π
∗
βL(−Eβ))2 ≥ 0.
Soit alors x un point de X et π : Y → X une re´solution de l’ide´al Ix,β de diviseur exceptionnel
Ex. On a
c1(π
∗
βL(−Eβ))2 = c1(π∗β(L))2 + c1(OY (−Eβ))2
= c1(L)2 + |Γ(S)|c1(OY (−Ex))2.
D’autre part
c1(OY (−Ex))2 = −β.
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On en de´duit donc
degL(X) = c1(L)2 ≥ |Γ(S)|β.
Le sous-espace E e´tant de dimension 1, cette dernie`re ine´galite´ contredit la de´finition de α(S,E,L).

Nous pouvons maintenant e´noncer le re´sultat principal de ce paragraphe :
The´ore`me 11 On suppose que dimX = 2 et que ΓZ n’est pas de torsion. Soient E ⊂ T0(G) un
sous-espace de dimension 1, et S, a deux entiers strictement positifs tels que |Γ(S)| ≥ |Γ(a)| ≥
|ΓZ,tors| · |Γ(S)| 12 . Soient T > α(S,E,L⊗D) un entier et σ ∈ H0(X,L⊗D) une section non nulle
s’annulant le long de E a` un ordre au moins T + εE(Γ(S),L) sur Γ(S + a). Toute sous-varie´te´
exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et E est l’adhe´rence d’un translate´ de sous-
groupe alge´brique de dimension 1. Soit E l’une de ces courbes.
1. Si T0(E) 6= E alors σ s’annule sur Γ(a) + E a` un ordre le long de E au moins T et on a
T · Card(Γ(a) + E/E) degL(E) ≤ D degL(X).
2. Si T0(E) = E alors σ s’annule sur Γ(a) + E et on a
Card(Γ(a) + E/E) degL(E) ≤ D degL(X).
Remarque 8. Comme pour le the´ore`me 2, le lemme 10 pre´ce´dent nous assure que la condition
d’annulation demande´e : T + εE(Γ(S),L) ≤ T + α(S,E,L) < 2T est plus faible que la condition
classique 2T +1. Par ailleurs comme l’indique la preuve, l’hypothe`se sur la taille de a par rapport
a` S (qui est la meˆme hypothe`se que celle faite dans le the´ore`me 2) n’intervient que pour prouver
que la courbe exceptionnelle est l’adhe´rence d’un groupe ale´gbrique, autrement dit pour prouver
que le groupe obstructeur qui intervient est non nul. Cette hypothe`se n’intervient pas dans la
preuve de l’ine´galite´ nume´rique sur le degre´ de la courbe obstructrice.
La preuve est calque´e sur celle du the´ore`me 2. On constate tout d’abord que l’on peut la` encore
supposerD = 1. Ce que l’on fait de´sormais. Ensuite il faut adapter la proposition 5 a` notre nouveau
cadre (de´rivation le long d’un sous-espace de dimension 1) : c’est l’objet du lemme qui suit. Soit
C ⊂ X une courbe qui est une sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri relativement a` Γ(S) et E.
Il y a deux possibilite´s : soit C est un translate´ d’un sous–groupe H ⊂ G avec T0(H) = E ; soit
ce n’est pas le cas. La raison pour laquelle le cas des translate´s est particulier est que si la section
σ ∈ H0(X,L) s’annule sur un tel translate´ alors son ordre d’annulation le long de E est infini.
Lemme 12 Soient T, S, a trois entiers strictement positifs, L un fibre´ en droites ample et σ une
section non-nulle de H0(X,L). Supposons que σ s’annule le long de E a` un ordre ≥ T+εE(Γ(S),L)
sur Γ(S + a) et notons C une courbe exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et E.
Alors σ s’annule le long de E a` un ordre au moins T sur Γ(a) + C.
De´monstration : Montrons d’abord que σ s’annule sur Γ(a) + C. Posons ε = εE(Γ(S),L). Soit
g ∈ Γ(a). Par hypothe`se on sait que s = t∗g(σ) est nulle sur Γ(S) le long de E a` un ordre au moins
ε+1. Autrement dit, le diviseur π∗(Z(s))−Eε+1 est effectif et par conse´quent en intersectant avec
C˜, on en de´duit que cette intersection est positive, sauf si C˜ est une composante de ce diviseur.
Or par la de´finition de εE(Γ(S),L) et le fait que C est une courbe exceptionnelle de Seshadri de
L relativement a` Γ(S) et E on a,
(π∗(Z(s))− Eǫ+1) · C˜ ≡ π∗ε+1L(−Eε+1) · C˜ < 0.
Ceci prouve donc que C˜ est une composante de π∗(Z(s) et donc que s s’annule sur C. Autrement
dit σ s’annule sur Γ(a) + C.
Soient v ∈ E un vecteur non nul de de´rivation correspondante DE, i < T un entier et x ∈ Γ(a).
Supposons que Di
E
(σ)|(x+C) est une section bien de´finie de H0(x+C,L). Localement la section
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Di
E
(σ) s’identifie avec une fonction re´gulie`re f qui s’annule le long de E sur x+Γ(S) a` un ordre au
moins εE(Γ(S),L)+1. La courbe C e´tant une courbe exceptionnelle de Seshadri de L relativement
E et Γ(S), on en de´duit que f s’annule identiquement sur x+ C. 
Nous pouvons maintenant donner la preuve du the´ore`me 11 : De´monstration : Notons ε =
εE(Γ(S),L). L’existence d’une section σ nulle sur Γ(S) a` un ordre au moins T > α(S,E,L)
entraˆıne que εE(Γ(S),L) < α. Or ceci implique que π∗(L(−Eε))2 > 0 et donc que X n’est pas
une sous-varie´te´ exceptionnelle de Seshadri de L relativement a` Γ(S) et E. Ainsi toute varie´te´
exceptionnelle est une courbe. Soit C ⊂ X une courbe qui est une sous-varie´te´ exceptionnelle de
Seshadri pour L relativement a` Γ(S) et E. Si C ∩G est un sous-groupe de G avec T0(C) = E il n’y
a rien a` montrer : d’apre`s le lemme 12 la section σ s’annule sur Γ(a)+C d’ou` l’ine´galite´. Supposons
donc que C ∩ G n’est pas un translate´ d’un sous-groupe dont l’espace tangent a` l’origine est E.
Dans ce cas, si η ∈ C est un point ge´ne´ral alors Tη(C) 6= E et par conse´quent la de´rivation DE
est transverse a` C et a` toutes ses translate´es. Par le lemme 12, on voit que l’hypothe`se sur l’ordre
d’annulation de σ le long de E sur Γ(a+S) garantit que, pour tout entier i < T , la section Di
E
(σ)
s’annule sur Γ(a) + C. Ainsi le diviseur
Z(σ)− T
∑
x∈Γ(a)
(x+ C)
est effectif. On en de´duit l’ine´galite´ annonce´e dans le the´ore`me 11. Quant au fait que dans ce cas
C ∩ G est un sous-groupe, la preuve est la meˆme que celle (du meˆme fait) du the´ore`me 2. C’est
dans cette partie uniquement qu’est utilise´e l’hypothe`se faite sur la taille de a relativement a` celle
de S. 
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